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DÉFINITIONS ET THÉORÈMES D’ALGÈBRE BILINÉAIRE

Nota : 
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ADJOINT  

a) L'adjoint d'un endomorphisme u d'un espace vectoriel euclidien (resp. hermitien) E est l'unique endomorphisme u* vérifiant :
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Dans une base orthonormée, la matrice de u* est la transposée (resp. l’adjointe) de celle de u.

b) L’adjointe d'une matrice de 
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 est la transposée de sa conjuguée. Synonyme : transconjuguée. Notation : 
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ANTISYMÉTRIQUE

Un endomorphisme u d'un espace euclidien E est dit antisymétrique lorsque :
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CNS : 
[image: image7.wmf](
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Autrement dit, c’est un endomorphisme égal à l’opposé de son adjoint ; et il est équivalent de dire que sa matrice dans une base orthonormée est antisymétrique (elle l’est alors dans toutes).

Caractérisation : somme directe orthogonale d’applications nulles et de similitudes planes d’angles plats (voir normal).

AUTOADJOINT   

a) Un endomorphisme autoadjoint d'un espace euclidien (resp. hermitien) est un endomorphisme qui est son propre adjoint. Sy​nonyme de symétrique (resp. hermitien).

Exemples : les projections et symétries orthogonales.

b) Une matrice autoadjointe de 
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 est une matrice égale à son adjointe. Synonyme d’hermitienne. Les éléments diagonaux sont réels.

BILINÉAIRE

E  K‑espace vectoriel ;

 Une forme bilinéaire 
[image: image9.wmf]. 
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 sur E est une application de E2 dans K linéaire à gauche et à droite c'est à dire :
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CANONIQUE

Produit scalaire, hermitien : voir à usuel.

CAUCHY (inégalité de / Schwarz)

Voir à Schwarz.

DÉDOUBLEMENT DES TERMES ( règle du ) 

Pour passer d'une forme quadratique à sa forme polaire, on dédouble les termes, à savoir qu'on remplace 
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DÉFINI

a) Une forme bilinéaire ou sesquilinéaire  
[image: image13.wmf]. 
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 sur un espace vectoriel E est dite définie lorsque 
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 ; autrement dit, s’il n'existe pas de vecteur isotrope non nul.

b) Une forme quadratique q est dite définie lorsque 
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autrement dit lorsque sa forme polaire est définie.

 c) Une matrice symétrique A de 
[image: image16.wmf](

)

R

n

M

 est dite définie si 
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, autrement dit si c’est la matrice d’une forme quadratique définie.

 ATTENTION : définie 
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 inversible, mais  
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 est inversible non définie.

CNS : les valeurs propres de A sont non nulles et de même signe, ou encore : A ou -A est la matrice d’un produit scalaire.

DEMI-TOUR

Synonyme de retournement.

DIAGONALISER  

On dit qu'une forme quadratique ou bilinéaire symétrique se diagonalise dans une base lorsque sa matrice dans cette base est diagonale, autrement dit si la base est orthogonale pour cette forme.

Dans un espace euclidien, pour toute forme quadratique q il existe une base orthonormée (pour le produit scalaire) où q se diagonalise (théorème de diagonalisation simultanée).

DIRECT

1) Bases directes.

Voir à orientation.

2) Automorphismes directs.

Voir à positif.

3) Sommes directes orthogonales

Une somme directe de sous-espaces vectoriels est dite orthogonale lorsque les sous-espaces sont deux à deux orthogonaux (et d’ailleurs des sous-espaces deux à deux orthogonaux sont toujours en somme directe).

Une somme directe d’endomorphismes est dite orthogonale lorsque les sous-espaces associés sont deux à deux orthogonaux.

EUCLIDIEN

Un espace (vectoriel) euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'un pro​duit scalaire. La norme
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HERMITIEN   

 a) Une forme sesquilinéaire 
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 sur un C-espace vectoriel E est dite hermitienne (ou pour plus de précision : qu'elle présente la symétrie hermitienne) lorsque : 
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b) Un produit hermitien sur un C-espace vectoriel E est une forme sesquilinéaire hermitienne qui est de plus définie positive. 

c) Un espace hermitien est un C-espace vectoriel de dimension finie muni d'un produit hermitien. La norme
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 est alors appelée norme hermitienne et la distance 
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d) Un endomorphisme u d'un espace hermitien E est dit hermitien lorsque :
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. Autrement dit lorsqu'il est égal à son adjoint.

CNS 1: endomorphisme dont la matrice dans une base orthonormée est hermitienne (et elle l’est alors dans toutes).

CNS 2 : endomorphisme qui se diagonalise dans une base orthonormée (voir normal).

Synonyme : autoadjoint.

e) Une matrice hermitienne (ou présentant la symétrie hermitienne) est une matrice de 
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 dont la transposée est aussi la conjuguée. Synonyme : autoadjointe.

INDIRECT

Contraire de direct.

ISOMÉTRIE

a) Une isométrie d'un ensemble E muni d'une distance d est une application f de E dans E, vérifiant : 
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b) Une isométrie vectorielle d'un espace vectoriel euclidien E est une isométrie de E (pour la distance euclidienne) vérifiant f(0) = 0.

 On a les C N S : f est une isométrie vectorielle de E 


• ssi  f est linéaire et conserve la norme (
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• ssi  f conserve le produit scalaire (
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Les isométries vectorielles coïncident donc avec les automorphismes orthogonaux pour 
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ISOTROPE 

 Un vecteur est dit isotrope pour une forme bilinéaire symétrique ou une forme sesquilinéaire hermitienne lorsqu'il est orthogonal à lui-même.

MATRICE                                 

 La matrice d'une forme bilinéaire 
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 sur un espace vectoriel E de dimension finie dans une base 
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MIXTE (produit)

Le produit mixte d’une famille de n vecteurs d’un espace euclidien orienté de dimension n  ( 2 est le déterminant de cette famille dans une base orthonormée directe (indépendant de la base choisie).

Notation : 
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Pour n = 2 : 
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Pour n = 3 : 
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NÉGATIF

Un endomorphisme d’un R-espace E de dimension finie est dit négatif (ou indirect) si son déterminant est  < 0 (c'est donc un automorphisme). Il est équivalent de dire qu’il transforme une (toute) base en une base d'orientation opposée.

Ex : une symétrie vectorielle est négative ssi sa direction est de dimension impaire.

NORMAL (endomorphisme)

Un endomorphisme normal d’un espace euclidien ou hermitien est un endomorphisme qui commute avec son adjoint.

CNS dans le cas hermitien : somme directe orthogonale d’homothéties (autrement dit, endomorphisme se diagonalisant dans une base orthonormée)

Exemple : les endomorphismes hermitiens, unitaires.

CNS dans le cas euclidien : somme directe orthogonale d’homothéties et de similitudes directes planes.

Exemple : les endomorphismes orthogonaux, symétriques et antisymétriques.

ORIENTATION‑ORIENTÉ

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

On dit que 2 bases de E ont même orientation lorsque la matrice de passage de l'une à l'autre a un déterminant positif. Lorsque l'on permute les vecteurs d'une base, la base conserve son orientation si et seulement si la permutation est paire. 

Orienter E c'est choisir l'une des bases de E et décréter que toutes les bases de même orien​tation que celle-ci sont directes et les autres indirectes. En général, on décrète que la base canonique de 
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 est directe.

L'orientation d'un sous-espace F de E est indépendante de celle de E, mais la donnée de l'orientation de E et de celle de F détermine une orientation pour 
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 définie de façon à ce que la concaténation d'une base directe de F et d'une base directe de 
[image: image41.wmf]'

F

 (dans cet ordre) donne une base directe de E.

ORTHOGONAL 

1) Soit E un espace muni d'une forme bilinéaire symétrique ou d'une forme sesquilinéaire hermitienne 
[image: image42.wmf]. 
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) On dit que x et y de E sont orthogonaux pour 
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 lorsque (x | y ) = 0 (relation symétrique). Notation : 
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) L'orthogonal ( pour 
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 ) d’un élément x de E est l’ensemble des  vecteurs orthogonaux à x.

Notation : 
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C’est un sous-espace vectoriel de E. 


) L'orthogonal ( pour 
[image: image47.wmf]. 
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 ) d'une partie X de E est l'en​semble des vecteurs orthogonaux à tous les éléments de X.

Notation : 
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C’est un sous-espace vectoriel de E. 

Dans un espace euclidien ou hermitien, l’orthogonal d'un sous espace est un supplémentaire de ce sous espace.


) 2 parties X et Y de E sont dits orthogonales (pour 
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 ) lorsque tout vecteur de l'une est orthogonal à tout vecteur de l'autre. Autrement dit : 
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2) Famille orthogonale.

Une famille de vecteurs de E est dite orthogonale lorsqu’aucun des vecteurs n’est nul et que deux vecteurs quelconques de cette famille sont toujours orthogonaux

3) Un endomorphisme u de E, espace euclidien est dit orthogonal pour 
[image: image51.wmf]. 
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 lorsque 
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CNS 1 : automorphisme dont l'inverse est aussi l'adjoint.

CNS 2 : somme directe orthogonale d'homothéties de rapports ±1 et de rotations planes.

Voir à isométrie.

4) Le groupe orthogonal de (E, 
[image: image53.wmf](
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) euclidien (ou de E s'il n'y a pas d’ambiguïté) est l'ensemble des automorphismes orthogonaux de E. C’est un sous-groupe de GL(E) ; notation O(E).

5) Une matrice A de 
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 est dite orthogonale lorsque ses vecteurs colonnes sont normés et deux à deux orthogonaux, autrement dit lors​que c'est la matrice d'une base orthonormée de 
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 dans la base canonique. Il revient au même de dire 
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 ou que A est la matrice d'un endomorphisme orthogonal pour un certain produit scalaire dans une base orthonormée. 

Les matrices orthogonales sont inversibles et leur inverse est égal à leur transposée. Celle-ci est également orthogonale, autrement dit, les vecteurs lignes d'une matrice orthogonale forment également une base orthonormée de 
[image: image57.wmf]n
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. L'ensemble des matrices orthogonales d'ordre n forment un sous grou​pe de GLn(R) noté On(R) appelé groupe orthogonal de dimension n.

6) Deux matrices A et B de 
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 sont dites orthogonalement semblables si ce sont les matrices du même endomorphisme dans deux bases orthonormées, autrement dit s'il existe 
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. Toute matrice symétrique réelle est orthogonalement semblable a une matrice diagonale réelle (on dit aussi qu’elle se diagonalise dans le groupe orthogonal).

7) Une symétrie orthogonale d'un espace euclidien est une symétrie dont la base et la direction sont orthogonales.

CNS : involution orthogonale, ou involution symétrique.

8) Une projection orthogonale d'un espace euclidien est une projection dont la base et la direction sont orthogonales.

Ce n'est pas un automorphisme orthogonal (sauf l'identité).

CNS : projecteur symétrique.

9) Sommes directes orthogonales.

Voir à direct.

ORTHONORMÉ (ou orthonormal)

Une famille orthonormée d'un espace euclidien ou hermitien est une famille orthogonale dont chaque vecteur est de norme 1.

POLAIRE (FORME)

Voir à quadratique.

POLARISATION (IDENTITÉS DE )

Voir à quadratique.

POSITIF, POSITIVE

1) formes bilinéaires et notions associées.

Une forme bilinéaire symétrique ou une forme sesquilinéaire hermitienne 
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 est dite positive lorsque 
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Une forme quadratique est dite positive lorsque 
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Une matrice symétrique A de Mn(R) est dite positive si c'est la matrice d'une forme bilinéaire positive, autrement dit si 
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Il est équivalent de dire que les valeurs propres de A sont ( 0.

2) Automorphismes.

Un automorphisme d’un R-espace E de dimension finie est dit positif (ou direct) si son déterminant est  > 0 . Il est équivalent de dire qu’il transforme une (toute) base en une base de même orientation.

Ex : une  symétrie vectorielle est positive ssi sa direction est de dimension paire.

PRÉHILBERTIEN  

Un espace préhilbertien réel est un espace muni d’un produit scalaire.

Un espace préhilbertien complexe est un espace muni d’un produit hermitien.

PRODUIT

a) Produit scalaire :
Forme bilinéaire symétrique définie positive sur un R-espace vectoriel.

Exemples :
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 dans CI(I, R) (fonctions continues et intégrables)

b) Produit vectoriel, produit mixte : voir vectoriel et mixte.

QUADRATIQUE   

 Une forme quadratique sur un R-espace vectoriel E est une application q de E dans R telle qu'il existe une forme bilinéaire sy​métrique 
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 sur R vérifiant : 
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 cette forme bilinéaire est unique ; c’est la forme polaire de q définie par  les identités de polarisation :
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Si x a pour cordonnées
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 (c’est à dire un polynôme homogène de degré 2 en 
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ROTATION

Dans un espace euclidien de dimension 2 ou 3 : isométrie positive.

RÉFLEXION

Symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan.

C'est une isométrie vectorielle négative.

RETOURNEMENT.

Symétrie orthogonale par rapport à une droite (= rotation d'angle plat en dimension 3).

SCHMIDT (procédé d’orthogonalisation de)

Soit 
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Remarque : 
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[image: image86.wmf]i

i

i

v

v

e

=

, 
[image: image87.wmf])

,...,

(

1

p

e

e

 est l'unique famille orthonormée vérifiant :
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SCHWARZ

Soit E un espace euclidien ou hermitien ;  l’inégalité de (Cauchy-)Schwarz s'énonce : 
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SEMI-LINÉAIRE 

Une application d'un C‑espace E vers un C‑espace F est dite semi-linéaire lorsque
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SESQUILINEAIRE  

E  C‑espace vectoriel ;

Une forme sesquilinéaire 
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 sur E est une application de E2 dans C, semi-linéaire à gauche et linéaire à droite c'est à dire :
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SIMILITUDE VECTORIELLE

Composée d'une isométrie vectorielle avec une homothétie vectorielle.

SPÉCIAL (groupe / orthogonal)
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SYMÉTRIQUE

a) Une forme bilinéaire
[image: image99.wmf]. 
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 sur un espace vectoriel E est dite symétrique lorsque :
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En dimension finie, il est équivalent de dire que sa matri​ce dans une base quelconque est symétrique.

​b) Un endomorphisme u d'un espace euclidien E est dit symétrique lorsque :
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. Autrement dit lorsqu'il est égal à son adjoint.

CNS 1: endomorphisme dont la matrice dans une base orthonormée est symétrique (et elle l’est alors dans toutes).

CNS 2 : endomorphisme qui se diagonalise dans une base orthonormée (voir normal).

Synonyme : autoadjoint.

TRANSCONJUGUÉE 

La transconjuguée d'une matrice 
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 est la matrice   
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Synonyme : adjointe.

UNITAIRE

1) Un endomorphisme u de E, espace hermitien est dit unitaire pour 
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 lorsque 
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CNS 1: automorphisme dont l'inverse est aussi l'adjoint.

CNS 2 : somme directe orthogonale d'homothéties de rapports de module 1.

4) Le groupe unitaire de (E, 
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)  (ou de E s'il n'y a pas d’ambiguïté) est l'ensemble des automorphismes unitaires de E. C’est un sous-groupe de GL(E) ; notation U(E).

5) Une matrice A de 
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 est dite unitaire lorsque ses vecteurs colonnes sont normés et deux à deux orthogonaux, autrement dit lors​que c'est la matrice d'une base orthonormée de 
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 dans la base canonique. Il revient au même de dire 
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 ou que A est la matrice d'un endomorphisme unitaire pour un certain produit hermitien dans une base orthonormée. 

Les matrices unitaires sont inversibles et leur inverse est égal à leur transconjuguée. Celle-ci est également unitaire, autrement dit, les vecteurs lignes d'une matrice unitaire forment également une base orthonormée de 
[image: image110.wmf]n
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. L'ensemble des matrices unitaires d'ordre n forment un sous grou​pe de GLn(C) noté Un(C) appelé groupe unitaire de dimension n..

6) Deux matrices A et B de 
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 sont dites unitairement semblables si ce sont les matrices du même endomorphisme dans deux bases orthonormées, autrement dit s'il existe 
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 telle que 
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. Toute matrice autoadjointe est unitairement semblable a une matrice diagonale (on dit aussi qu’elle se diagonalise dans le groupe unitaire).

USUEL

- Le produit scalaire usuel  (ou canonique) sur 
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 est défini par : 
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C'est l'unique produit scalaire tel que la base canonique soit orthonormée. 

‑ Le produit hermitien usuel (ou canonique) sur 
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 est défini par 
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C'est l'unique produit hermitien tel que la base canonique soit orthonormée.

VECTORIEL (produit)

E espace vectoriel euclidien orienté  de dimension n ( 3, 
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Le produit vectoriel de 
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 est l’unique vecteur tel que :
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Dans une base orthonormée directe les coordonnées du produit vectoriel de n ‑ l vecteurs sont les cofacteurs des éléments de la dernière colonne d'une matrice dont les n ‑ l premières colonnes sont les coordonnées des ces n  ‑ 1 vecteurs.
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